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ΑΣΚΗΣΕΙΣ: 

1. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 

, , 

    αν  είναι µια ειδική λύση της.  

2. ∆οθέντος ότι  είναι µια λύση της διαφορικής εξίσωσης 

, , 

    να βρεθεί µια δεύτερη γραµµικώς ανεξάρτητη λύση.  

3. Έστω ότι  και είναι δοσµένες συνεχείς συναρτήσεις σ’ ένα 

ανοικτό διάστηµα . Αν είναι µια µη-µηδενική λύση της διαφορικής 
εξίσωσης 

, 

να βρεθεί η γενική της λύση.  

ΛΥΣΗ 

1. Εκτελώντας τον µετασχηµατισµό 

 (1) 

έχουµε 

, 

και 

. 

Αντικαθιστώντας έτσι στην δοθείσα διαφορική εξίσωση παίρνουµε 

 

ή ισοδύναµα 

. (2) 
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Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής του στην (2) είναι µηδέν, όπως θα 
έπρεπε. (Σηµειώνουµε ότι ο µετασχηµατισµός D’Alembert έχει πάντοτε 
αυτό το χαρακτηριστικό!). Θέτοντας τώρα στην (2) 

 (3) 

και επιλύοντας µε την µέθοδο των χωριζόµενων µεταβλητών (βλ. Κεφ. 2, 
παρ.2 ) βρίσκουµε εύκολα ότι 

, 

οπότε 

, 

και άρα από την (1), 

, (3) 

όπου  είναι αυθαίρετες πραγµατικές σταθερές. Ο τύπος (3) δίνει την 
γενική λύση της δοθείσας διαφορικής εξίσωσης (ελέγξτε το !!). 

2. Εκτελώντας τον µετασχηµατισµό 

 (1) 

έχουµε 

, 

και 

. 

Αντικαθιστώντας έτσι στην δοθείσα διαφορική εξίσωση παίρνουµε 

, 

ή ισοδύναµα 

. (2) 
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Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής του  δεν ορίζεται όταν , δηλ. στο 

σηµείο που µηδενίζεται η . Εν τούτοις αυτό δεν θα δηµιουργήσει 
πρόβληµα στην συνέχεια. Θα υπολογίσουµε πρώτα την λύση της (2) στα 
διαστήµατα  και  ξεχωριστά. Θέτοντας 

, 

και επιλύοντας µε την µέθοδο των χωριζόµενων µεταβλητών (βλ. Κεφ. 2, 
παρ.2) βρίσκουµε εύκολα ότι 

, 

οπότε 

 

, 

και άρα από την (1), 

, (3) 

όπου  είναι αυθαίρετες πραγµατικές σταθερές. Ο τύπος (3) δίνει την 
γενική λύση της δοθείσας διαφορικής εξίσωσης στα διαστήµατα 
και . Παρατηρούµε όµως ότι ενώ η συνάρτηση δεν ορίζεται στο 
σηµείο , το όριο της καθώς  υπάρχει και είναι πεπερασµένο. 
Εύκολα µάλιστα µπορεί να διαπιστώσει κανείς ότι η (3) δίνει την γενική 
λύση όχι µόνον στα και  αλλάσε όλο το διάστηµα 
. Παρεπιπτόντως βλέπουµε ότι η δεν είναι φραγµένη καθώς , ένα 
φαινόµενο που είναι στενά συνδεδεµένο µε το γεγονός ότι ο συντελεστής 
του  στην εξίσωση µηδενίζεται όταν  ενώ αυτοί των και  όχι. 
Τέλος, αν θέσουµε ,  στην (3) προκύπτει ότι µια δεύτερη 
γραµµικώς ανεξάρτητη λύση της εξίσωσης είναι η 

. 

3. Εκτελώντας τον µετασχηµατισµό 
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 (1) 

έχουµε 

, 

και 

. 

Αντικαθιστώντας τώρα στην δοθείσα διαφορική εξίσωση παίρνουµε 

. (2) 

Όµως 

, 

και επειδή εξ’ υποθέσεως η  δεν είναι εκ ταυτότητος ίση µε µηδέν, η (2) 
µπορεί να πάρει την µορφή 

. (3) 

Έτσι θέτοντας 

 

και επιλύοντας την (3) µε την γνωστή µέθοδο των χωριζόµενων 
µεταβλητών (βλ. Κεφ. 2, παρ.2 ) βρίσκουµε εύκολα ότι 

, 

οπότε 

, 

και άρα από την (1) 



5 

 

. (4) 

όπου  είναι αυθαίρετες πραγµατικές σταθερές. Ο τύπος (4) δίνει την 
γενική λύση της δοθείσας εξίσωσης. 

 

 


